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Principios basicos de recuento Principios basicos

Cardinal de un conjunto

Contar los elementos de un conjunto A es establecer una biyeccién entre A
y un conjunto finito {1,..., n}.

Definicién

Diremos que el cardinal de un conjunto A es n si se puede establecer una
biyeccién f : {1,...,n} — A. Se denota |A| = n. Se define || = 0.

Se dice que A # (0 es infinito si no existe ninguna biyeccién f
{1,...,n} — A para ningin n € N.

Teorema (Principio de la unién)

Si A1, Az, ..., A, son conjuntos finitos disjuntos dos a dos se tiene que

|A1U AU ---UA| = |A1| + A2 + - + |Ax].

Ejemplo. El nimero de palabras del diccionario es igual al nimero de
palabras que empiezan por a mas el nimero de palabras que empiezan por
b mds ... mas el nimero de palabras que empiezan por z.
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Principios basicos de recuento Principios basicos

Principios basicos

Teorema (Principio del complementario)

Si B es un conjunto finito y A es un subconjunto de B se tiene que
B\ Al = |B| —|A].

Teorema (Principio del producto)

Si A1, Ay, ..., A, son conjuntos finitos no vacios se tiene que

’AlXAQX---><A,,|:|A1|-|A2|---|A,,|.

Ejemplo. El nimero de palabras posibles de cuatro letras formadas solo
por vocales es 5-5-5-5.
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Principios basicos de recuento Principios basicos
Principios basicos

Teorema (Principio de inclusién-exclusién)

Si A1, Ao, ..., A, son conjuntos finitos se tiene que
i) |A1UAz| = |A1] + |A2] — |A1 N Ay
3
i) [ALUA UAs| =D A=) AN A+ AN Ay N As
i=1 i

n
i) (UL AL =D A= D IA DA+ -+ (=) AL N Ay N Agl.
i=1 i#j

’

’

Ejemplo. El nimero de palabras del diccionario que empiezan o terminan
por a el nimero de palabras que empiezan por a mas el nimero de palabras

que terminan por a menos el nimero de palabras que empiezan y terminan
por a.
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Principios basicos de recuento Principios basicos
Principios basicos

Teorema (Principio de las cajas o de distribucién)

Si se reparten n objetos en m cajas y n > m, entonces alguna caja recibe
mds de un elemento.

Teorema

Si n objetos se distribuyen en m cajas y n > mp, entonces alguna caja recibe
mas de p elementos.

Ejemplo. Dada una palabra de 28 letras alguna de éstas habrd de estar
necesariamente repetida.

Teorema (Principio de las cajas generalizado)

Si n objetos se distribuyen en m cajas, entonces alguna caja recibe al menos
m ; ; m

[™'] elementos y alguna caja recibe a lo sumo || elementos, donde [x|

es el menor entero mayor o igual que x y |x| es el mayor entero menor o

igual que x.
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Selecciones de elementos Variaciones

Variaciones

Definicién

Llamaremos variacién de m elementos tomados de n en n (n < m) a cada
una de las selecciones ordenadas de n objetos distintos, tomados de un
conjunto de m objetos.

Observacion

Una variacién de m elementos tomados de nen n (n < m) es una aplicacién
inyectiva £ : {1,2,...,n} —{a1,a2,...,am}.

Teorema

El ndmero de variaciones sin repeticion de m elementos tomados de n en n
es Vipp=m(m—1)(m—2)---(m—n+1).

Ejemplo. El nimero de palabras distintas de cuatro letras, todas ellas
distintas, que pueden formarse con las letras del abecedario es 27-26-25-24.

MATEMATICA DISCRETA | () Técnicas de contar F. Informética. UPM 6 /18



Selecciones de elementos Permutaciones
Permutaciones
Definicion
Llamaremos permutacién de n elementos a cada una de las variaciones de
n elementos tomados de n en n.
Observacion

Una permutacién de {a1, az,...,an} es una aplicacién biyectiva
o:{1,2,...,n} —{a1,a2,...,an}.

Teorema

El nimero de permutaciones de n elementos es P, = n!.

Ejemplo. El nimero de palabras distintas que pueden formarse con las
letras de ALTO es 4!.

Observacidn

El nimero de permutaciones circulares de n elementos es n — 11.
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Selecciones de elementos Combinaciones

Combinaciones

Definicion
Llamaremos combinaciéon de m elementos tomados de n en n a cada una de

las selecciones, no ordenadas y sin repeticiones, de n objetos, tomados de
un conjunto de m objetos.

Teorema

El nimero de combinaciones de m elementos tomados de n en n es igual a

Vinn m!
P,  nl(m—n)

Cm,n =

Ejemplo. El nimero de subconjuntos de 4 elementos de un conjunto de 27
27-26-25-24

elementos es (74 = 2
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Selecciones de elementos Nimeros combinatorios

Numeros combinatorios

Definicion

Se llama numero combinatorio n sobre k al nimero de colmbinaciones de
n n!

m elementos tomados de n en n. Se denota

k)~ Ki(n =kt
<n> = 1. Obsérvese que <n> =1.
0 n

Propiedades

O O
iii) (a+b)" = <g> "+ <'1’> a" b+ <'2’> A" 2b2 4t (n " 1> ab" 1 (:) b

(Teorema del binomio),

9 (6) () @)+ () -
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Selecciones de elementos Nimeros combinatorios

El triangulo de Pascal

0
BRORE o
HDOH, e

DOOCOEE ennse
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Selecciones de elementos Variaciones con repeticion

Variaciones con repeticion

Definicion

Llamaremos variacion con repeticién de m elementos tomados de nen n a
cada una de las selecciones ordenadas de n objetos, tomados de un conjunto
de m objetos.

Observacion

Una variacién con repeticion de m elementos tomados de n en n es una
aplicacién f : {1,2,...,n} —{a1,a2,...,am}.

Teorema

El niimero de variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en
nesVRpn,=m"

Ejemplo. El nimero de palabras distintas de cuatro letras que pueden
formarse con las letras del abecedario es 27 - 27 - 27 - 27.
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Selecciones de elementos Permutaciones con repeticion

Permutaciones con repeticion

Definicion
Llamaremos permutacién con repeticién de n = ny + no+- - -+ ni elementos

en la que cada elemento a; se repite n; veces, a cada uno de los distintos
grupos ordenados que con ellos se puede formar.

Teorema

El ndmero de permutaciones con repeticion de n = ny + np + -+ + ng

n!
elementos es PRV =

n1!---nk!'

Ejemplo. El nimero de palabras distintas que pueden formarse con las
letras de la palabra ABECEDARIO es %
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Selecciones de elementos Nimeros multinémicos

Numeros multindmicos

Observacion

3 n n! 3
A los niumeros = ————— se les llama ndmeros
kl,...,km n1!---nk|

multinémicos. Se tiene que

) (o) = () (0" ()

. n
i) (a+at-+am) = > (k . )a’fla’fj - apm
K+t km=n 1,---5Rm

(Teorema del multinomio).
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Selecciones de elementos Combinaciones con repeticion

Combinaciones con repeticion

Definicién

Llamaremos combinacién con repeticion de m elementos tomados de n en
n a cada una de las selecciones, no ordenadas, de n objetos, tomados de un
conjunto de m objetos.

Observacidn
El ndmero de combinaciones con repeticién de m elementos tomados de n

m-+n—1!
€s CRm,n = Um+n—-1,n = N — 1
n'(m—1)!
Si necesariamente se elige al menos un elemento de cada tipo el resultado
n—1!

es CRun-m=Cph1n-m= )

m,n—m n—1,n—m (n—m)'(m—l)'
Ejemplo. El ndmero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién
x1+x2+x3+x3 = 32 es CR432. El ndmero de soluciones enteras mayores
o iguales que uno es CR4 5. El nlimero de soluciones enteras no negativas

menores o iguales que 9 es CR4 30 — 4CRy 20 + %CR4712 — %CR;;Q.
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Selecciones de elementos Cuadro resumen

Cuadro resumen

] Selecciones H Ordenadas \ No ordenadas ‘
Sin repeticion || n(n—1)(n—2)---(n—k+1) (Z)
—1+k
Con repeticién nk <n B + )
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Selecciones de elementos Desoérdenes

Desordenes
Definicién

Llamaremos desorden o desarreglo a una permutacién o € S, tal que
o(i) # i para todo i € {1,2,...,n}.

Teorema

El nimero de desérdenes de n elementos es

dy = nl — (:)(n—l)!—i— (;')(n—z)!— (g)(n—3)!+~-~+(—1)"<Z>(n—n)!

n'  nl n!
— pnl — pl — 1\
=n! n.—|—2 3!+ +(-1) _

1 1 1 1
= nl - P —1)\"
_"'<1 TR TR T n!)'
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Selecciones de elementos Particiones

Particiones

Definicién
Llamaremos nimero de Stirling de segunda clase S(n, k) al nimero de
particiones de un conjunto X con n elementos, en k subconjuntos no vacios.

Propiedades
i) S(n,1) =1,ii) S(n,n) = 1,iii) S(n, k) = S(n—1,k—1)+kS(n—1, k).

Observacion

El nimero de aplicaciones suprayectivas de un conjunto de m elementos en
un conjunto de n elementos es

T(m.n) = n™—n(n—1)"+ (;’) (n—2)m— (;’) (n—3)™ - 4 (1)1 (n " 1) i,
Teorema
S(m,n) = T(I’:’n)
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Selecciones de elementos

Cuadro resumen: Selecciones y distribuciones

Cuadro resumen: Selecciones y distribuciones

Selecciones de
m elementos
tomados de n

Distribuciones de n
objetos en m cajas

enn
ordenadas sin n objetos distintos
repeticidn m(m —1)(m —2)---(m —n+1) (méx. 1 por caja )

no ordenadas
sin repeticién

(%)

n objetos idénticos
(méx. 1 por caja )

ordenadas con

n

L, m n objetos distintos
repeticion
no orden-a<.jas m—1+n _ o
con repeticion n objetos idénticos
n
n objetos distintos
T(n, m) )

(cajas no vacias)

(n20)

n objetos idénticos
(cajas no vacias)
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